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WSTEP

Niniejszy skrypt jest adresowany do studentéw pierwszego roku studiéow
w Wyzszej Szkole Administracjii Biznesuw Gdyniiopartyjestnawykladzie
z matematykijaki tam jest prowadzony. Material jakijest omawiany pozwala
jednak na korzystanie z ksigzki takze przez studentéw kierunkéw ekonomicz-
nych innych uczelni.
Opanowanie przez studentéw przedmiotu jakim jest matematyka wymaga
pracy zaréwno w trakcie zaje¢ w szkole, jak i samodzielnego rozwigzywania
zadan w domu. Prezentowana ksiazka jest pomys$lana jako pomoc zaréwno
w jednym, jak i w drugim. Kazdy rozdzial zawiera na poczatku szczegblowe
rozwigzania szeregu typowych zadan z danego zakresu partii materiatu, co
pozwala na samodzielng ich analize. Do kazdego rozdzialu jest dolaczona
duza ilo§¢ zadan przeznaczonych do samodzielnego rozwigzania. Na koncu
ksigzki sa zamieszczone odpowiedzi do wszystkich zadan. Kazdy rozdziat
konczy sie przykladami testéw wielokrotnego wyboru dotyczacych danego
tematu. Ponadto dolaczone zostaly propozycje przyktadowych kolokwiéw

(takze w formie testow).



Rozdzial 1

GRANICE CIAGOW, GRANICE FUNKCJI,
CIAGLOSC

Zadanie 1- Gbliczyé sranice clagew:

éia 2.3+ 2"
"Tgn—3.om
Vdn? + 2
d)a,=——.
n+1
Rozwigzanie.

a) Rozwazane wyrazenie jest typu —, wigc przeksztalcamy je upraszczajac
00
w liczniku i mianowniku ten skladnik mianownika, ktory najszybeiej dazy do

o0, w tym przypadku jednomian n®:

- 6n® —4n* +3n—-7 W) 'n3(6—%+n%—n—"—g)_lim6—%+%—nl§
nsoo 3 +n2—n+3  ond24l-L 45 aSe24 -4 5

6
—5—3.

b) Dany ciag przedstawia wyrazenie typu oo —oo. Przeksztalcamy je mnozac

i dzielge przez wyrazenie vn? + 1 + n:

F— vnZ+1-n)-(Vn? 2+1-n?
,,]i_,no‘o( = e ( n n)-(vn?+1+n) lim ™ - n

= = lim ——
. ’Hlx vVnZ+1l+n oo /nZ + 1+ n
lim ———— =[] =0.
=300 v/n2 4+ 14n 00
. 2.3" 42" 2+ %) 2+ (3)" )
o Jim == 2] = P35 AmT—s.Gp >

2 n
(5) — 0 gdy n — oo.



d) lim Vi +n+2 [ ] V"24+" lim nyd+aE
o0 n-boo

n—00 ﬂ+1 —n—mu (1+%)—

—hm“4+ =Vi=2

n=cc ] 4

Zadanie 2. Obliczy¢ granice ciagow:

a) a, = V3" + 4",

1 5n
b) a, = (1 + —) 3
n
n—2 in+1
£) iy = ( ) .
n
Rozwigzanie.

a) Przeksztalcamy wyrazenie nastepujaco: lim V3r+4r = nlg{.lo (/4" (i—“ +1

mn n
lim\/_‘/-—-+1 I:m4\/ +1 bo 4"—4oraz%—(%).

{ 3
Wiadomo, ze (Z) — 0 przy n — oo, wiec (4) + 1 — 1. Ostatecznie,

, o (" B
nh_.rgo4 (Z) +1=4.

1 5n 1\" 5
b) lim (1+—) = lim [(1+—) ] =

c) Zacznijfny od przeksztalcenia postaci wyrazu ciagu: a, = (

)4n+-]

2
_ 9y dn+l _gy —B1a(dntl) 9\ -3
(1+—2) :[(1+—2) ] . Jako ze lim(1+—) s,
n n n—o0 n
] —8n — : s
,.1355.‘9 -u (4n+1) = Jim = —8, otrzymujemy ostatecznie

3 —2.(4n+1)
= [(H;z) ] el

)



Zadame 3. Obliczy¢ granice funkceji
) li 22-9
= z - 3
?+z—-2
¥ lf-»lx2+2:r:—3

¢ lim - vz +2

r—2 r—2 -

Rozwiazanie

a) Obliczana granica stanowi typ nieoznaczony [%]:

zz—Q_im( -3)(x+3) _

:l:l-!;r(liz— _1'—0'3 T—3 ( +3)_6
b) lim 224+z-2 []_ (z—1)(z+2) limar+2
ol 22 + 27— 3 + 2z — gl = a5 (z—-1)(z+3) =z+1z+3

¢) Przeksztalcamy dane wyrazenie nastepujaco:

Iim
z—2

292 (z—-2)2+Vz+2)
4—(r+2) : —(z—2)

— 2)(2+\/_1:+) = YT vaTD)
z—+22+\/g,T Z'

Zadanie 4. Zbadac ciaglos¢ funkcji

22 -4

dl 2
W) f)=4 z-2 477
4 dla =2
322—-z-1 dla z<1
b) flz)=
) 1) {51—3 dla z>1
Rozwiazanie.

\/:r+ H - (2- \/:r+2)(2+\/:_r+2)_
0

3
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a) Funkcja f jest ciggla w kazdym punkcie x # 2 jako iloraz funkcji cigglych.
Osobnego sprawdzenia wymaga ciaglos¢ w punkcie z = 2. Warunek ciaglosci
w tym punkcie jest nastepujgcy: ll_'n% fi{z)= fi(2)

Obliczamy wngc pds €2z +2)

hmf(x) = hm oy z—ﬂT li_?;z(:r+2) =4,

Z drugiej strony, f(2) = 4, wiec warunek cigglosci w punkcie r = 2 jest

spelniony. Podsumowujac, funkcja f jest ciagla w kazdym punkcie swojej
dziedziny - taka funkcje nazywamy ciagla.

b) Aby znalezé¢ granice funkcji f w punkcie r = 1 obliczamy granice jednos-
tronne w tym punkcie:

lim f(z) = lim (32 -z-1)=1,

1= 1=

lim f(z) = lim (5z —3) =2.

z—+1+ z-+1%

Granice te nie sa sobie réwne, wiec granica funkcji f w punkcie r = 1 nie

istnieje. Funkeja f nie jest wiec ciggla w tym punkcie.

Zadanie 5. Znalez¢ rownania asymptot funkeji

222 + 3z +2
A =)= =g
3.1'2 +z
b) f(z) = S
Rozwigzanie.

a) Dziedzing funkcji f jest zbior wszystkich liczb rzeczywistych, wiec wykres
funkeji nie posiada asymptoty pionowej. Aby otrzymaé¢ asymptote pozioma

obliczamy granice funkcji w nieskoriczonosei:

m lim
soto g2 44

212 + 3z + 2 [oc] 2(2+21+3)
_H*m 22(1+ %)
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Prosta y = 2 jest wiec asymptota pozioma wykresu funkeji f.

b) Dziedzing funkcji f jest zbiér liczb rzeczywistych z wyjatkiem punktu
¢ = 1. Aby sprawdzi¢, czy jest tam asymptota pionowa obliczamy granice
jednostronne:

322+ _

& 4
lim = [——] =00
=1t r—1 00

-l
lim
z=1- r—1

[4
= |—| = —o0.
—0oC

Prosta z = 1 jest wiec asymptota pionowg obustronna wykresu funkeji f.
Teraz zbadamy istnienie asymptoty ukoénej. W tym celu obliczymy dwie

granice:

: : 32?2+ x ) 4z
b= lim (f(z)—az)= lim ( : —1317) = lim =
= li .

= lim ——— =4.
1
::—»:koox 1_;)

Prosta y = 3z + 4 jest wiec asymptota ukoéna wykresu funkceji.
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ZADANIA

1. Obliczyé granice ciagdw:

2 A
(1_1),1“:43"'"—5"
(1.3) _5% q'+2n—1
) a"_3n3+2n2+n+28
2n* +3n—1
1.5 = | ——
(1.5 @ (n23+5n+2)
—5mP4+6n?—-3n-2
). 7 —
(1.7) an 221n“+1:}2+1
4n° +1
1.9 a,=| ——
e nd+2
6n® +4n® — 2n+1
1.1% —
( ) @n 47n2;{—n+4
n*—-2n*"+4n+9
1:13 &
( ) an 8n? — 3n+l
(1.15) a, 1+2+2
n
(117)0_"___"4"""2
’ T 3n+1
(119)an=_".f_§_i_2;’1
' n+7
(1.21)a, =vn®+3—-n

(1.23) @, = V90?2 — 7 —3n
(1.25) a, = vVn?+Tn—n

3
1.27 e
SOl S o g
(1.29) a, = v2n% + 3n — v2n
2" 4 47
1.31 =
(1.31) ay %_23,:‘1%;4,,
AB) o= ri-o>

7n —3n+2
(1.3) o n?+1
(14 ap = 11 -3n*+2n -1
T 9n® + 30T +4nd — 3p7 + 3
(16) a, = 8n¥+n?-n+1
o = 2n3 +n+1
2nt —n? 42
(l's)a"_nﬁ—gn‘+§n"'— 5
8n® —Hn® + 2n+ 12
s =
(1.10) & ( nt+2n+1 )
nP+n?42
1.12 =
( ) an 5n2;|-3n;-5 N
2n4+n'—-2n+1
1.14 =
(1.14) o, (24n‘+3n2—6 )
n“+2n-3
1.1 =
(116} o 1424...4+n
v9ﬂ§+7n+2+7n
1.18 =
( ) @ : in+3
n+2
1.20 =
( ) an n+vVon?+4
(1.22) ap = vVn2+3+n
(1.24) ap = VAnZ + 2 - 2n
(1.26) a, = Vdn? + 5n - 2n
1.28
(1.28) 0 = 2 2+4 2n
1.30 =
(1.30) a, = ’_T“’Qn +3,{1-
1.82 =
(132) an = g 32 4n 5
o 92n 4 93n

3.2 _7.2%n
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2. Obliczy¢ granice ciagow:

(2.1) an = VELEE (22) en = Y5m + 6"
(2.3) an = V3 423" (2.4)a,.=\/"9'7"+7-8"
(@25) an= VT + S (2.6) an = 3y e +3-11"
¢ " Y "
@.7) 8% \](a) HOK (3)  @8e= \/(z) +(3) (3)
(2.9) an = Yin (2.10) an = V230
(2.11) an = Yom+3 (2.12) an = Yin+9
2 n
@13) an= 1+ 7 9.14) an = (1
! ( +n)5ﬂ+4 ( l)aﬂ ( " )571—‘2

(2.15) an = ( ) (2.16) an = (
(2.17) an = ( o (2.18) an = (’l-'r':-—)
(2.19) @ = ("_ni:-ﬁ) (2.20) an = (’%—%)n E

a4 By A
(2.21) an = (_-%——) (2.22) an = ( - )

m — 3 an+T In — 9 n—4
(2.25) Gn = (“ P i (2.26) an = 11%3) o

3) Obliczy¢ granice funkcji

ot =4z - 3r% 452
(3.1) h 03 +§:1: (3-2) B—% 222:3 —4::
g~ aligd =
(3.3) hm :c2 - 96 (3.4) 11_1312 = 21
I = L
(3.5) h__tp2 -—:-E-—_'_—,i‘s (3.6) ll__r{ll —-I—-:'l"
T
(3.7) lim, ¥ o5 (3.3)}%\/._4
(3.9) lim, vitl-1 (310) limy L
T T+4-—2
v 4-4
(3.11) lim %a_%_l__g (3.12) lim © . :i .
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4) Obliczy¢ granice jednostronne

5) Zbadac¢ ciaglosé
(5.1) f(z) =

) flz) =

(5.7) flz) =

(5.8) f(z) =

|
v
o
|’
{2
|
b

(4-1)31351% (4.2) lim %

sty | ey
(4.5) zl_lgh 5= (4.6) hm_ 3 =y
(4.7) ,lfgl W (4.8) lugl+ @-3

funkcji

z?—-25
R dla z# -5

-10 dla == -5.
% -4
T —
2 dla =2
2 +2r+1
z+1 gl
0 dla z=-1

vzz+1-1
S s

% dla z=0.

dla = #2

z+1 dla z<1
z2—1 dla z>1

Sr+2 dla =z > -1
2+5z+1 dla z < -1

222 +z—1 dla z<0
dla z>0

dla z<0

sinz dla >0
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(5.9) f(z) = {

8z2+1 dla z<1
9z —2 dla z>1

6) Wyznaczy¢ réwnania asymptot funkeji

(6.1) f(x )—
(6.3) f(z) =
(6.5) f(z) =
(6.7) f(z) =

3r—1

15

4r+1
(62) f(z) = g =y
(6.4) f(z) = f
(66) f(x) =
2 2z
(6.8) f(z ’"—':.1—1“
(6.10) f(x) = L";?’
273 1
(6.12) f(@) = =



Przykladowy test

1. Liczba 2 Jest granicg ciagu
+3n+2
A)a, =

2n3+2n+21
5—=3n+6n

B) by = 1+ 2n+ 3n2’
8n? —3n+2

Oen=twsmm—2

A) |TAK|[NIE B) [TAK| | NIE | C) [TAK| [ NIE

2. Ktora granica zostala poprawnie obliczona?
. -4 1
R P T Ty
B) h 3-4"4+2-5" ik
nrd.on —7.3"+8-57 4’
e T sont i . e
n-mo2n+3.22n_.7,23n o

-
A) [TAK][NIE] B) [TAK][NIE] C) [TAK][NIE]

3. Ktora z relacji jest prawdziwa?

1

i - Vin? ) —

A)Jm}e(?n 4n?+9 <20
B) lim /3" +4" +5" =5,

244"+ 4.
C)JH&V"S"+7"=JLH&%7JH+4
A) [TAK]|[NIE| B) [TAK|[NIE C) [TAK] [NIE]

4. Ktory z ciagéw jest zbiezny do €*?

A)a, = (1+%)n,

B) b, = (1 - %)wa

e (n+4 n-1
A) [TAK] [NIE] B) [TAK][NIE] C) [TAK][NIE]

16



5. Ktora z granic zostala poprawnie obliczona?
A) li z—4 1
#4122 —16 8’
. +22% 44z
=0 3z242r
. Vvz+8-3 1
C) lim — =—
=1 Ay |

6
A) [TAK] [NIE] B) [TAK] [NIE]

, YEE1-1 dla 240
6. Funkcja f(z) = z
: dla z=0.
A) nie ma granicy w punkcie z = 0,

2

B) jest ciagla w punkcie z = 0,
C) jest ciggla w kazdym punkcie z € R.

A) [TAK] [NIE] B) [TAK][NIE]

?+z+1 dla z>1

—2r+4 dla z<1
A) jest ciagla w punkcie =z = 1,

7. Funkcja f(z) =

B) jest ciagla w kazdym punkcie r € R,

C) nie ma granicy w punkcie r = 1.

A) [TAK] [NIE] B) [TAK] [NIE]

8. Ktore ze zdan jest prawdziwe?

A) prosta x = 0 jest asymptota pionowa wykresu funkcji f(x) = =

B) prosta y = 1 jest asymptota pozioma wykresu funkcji f(z) =

C) [TAK][NIE]

C) [TAK][NIE]

C) [TAK] [NIE]

r+4
= iy
_ 322+ 2z
3r2+4+1°
202 4+

C) prosta y = 2o —1 jest asymptota ukosna wykresu funkeji f(z) = .

A) [TAK][NIE] B) [TAK] [NIE]

17
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S I N

Odpowiedzi

. A) nie,

A) nie,
A) tak,

. A) tak,

A) tak,
A) nie,
A) nie,
A) nie,

B) tak, C) nie,
B) tak, C) tak,
B) tak, C) tak,
B) nie, C) nie,
B) nie, C) tak,
B) tak, C) tak,
B) nie, C) tak,
B) tak, C) tak.



Rozdzial 2

RACHUNEK ROZNICZKOWY

Zadaniel. Obliczy¢ pochodna funkeji:

a) JF(:lc)=7:1:5’—4:::“+.1r"’——9:52-|-3:r—7+§+%—i

73’
b) f(z) = (z? + z + 3)sinz,

352 4+2z -7
)16 = Ly
d) f(z) = Vinz,

e) f(z) = tan® (3z + 1).

Rozwigzanie.
a) Przedstawmy najpierw funkcje f w postaci:
f(z)=T2° — 42 + 28 — 92° + 32 — T+ 227" + 522 — 323, Wowczas
f(z)=7-52*-4.4r* +32°-9-22+3-1-7-0+2-(=1) - 272 +5-1

z'“—3-(—3)-f"=35z4—16x3+3x2—18z+3—%—£ %
I &I I

b) Stosujemy wzér na pochodna iloczynu:
f(z) = (£*+2+3)"sin z+(z*+2+3)-(sinz)’ = (2z+1) sin z+(2*+2+3)
¢) Stosujemy wzér na pochodnag ilorazu:

i (322 +2z-7)- (822 +3z+1)— (32> + 22— 7) - (822 + 3z +
fi(a) =
(822 + 3z + 1)2

(6z+2)- (82> +3z+1)— (322 +22—T7)- (162 +3) —7z + 118z -
(822 + 3z + 1)? T (822 + 3z +:

d) Stosujemy wzor na pochodna funkcji zlozonej:
1

f@)= -3 (naf = 2 =
2z “2vlnz ¢ 22vInz

e) Postgpujemy analogicznie, jak w poprzednim przykladzie:
f(z) =2tan(3z + 1) - (tan (3z + 1))’ =

19



1 1
—_ <~  _.(3 i T e N
o (321 1) (3r+1) = 2tan (3z + 1) 3

= 2tan (3z +1)- o 3z + 1)

_ 6tan(3z +1)
T cos?(3x+1)°

Zadanie 2. Wyznaczy¢ réwnanie prostej stycznej do wykresu funkeji f(z) =

z* + z + 3 w punkcie 7o = 1.

Rozwigzanie.
Réwnaniem stycznej do wykresu funkcji y = f(z) w punkecie (zo, f(z0))
jest y — f(xzo) = f'(xo)(x — zp). Wobec tego obliczamy f(xo) = f(1) =5
oraz f'(z) = 32> + 11 f'(z¢) = f'(1) = 4. Réwnaniem stycznej jest wigc
y—5=4(z—1),czyliy=4r+ 1.

Zadanie 3. Wyznaczy¢ przedzialy monotonicznoscei i ekstrema lokalne funkeji:
a) f(x) = 22% + 32? — 36z + 6,

b) f(z) = &=,

¢) flz) =z—2Inz.

Rozwigzanie.
a) Dziedzina funkcji f jest zbiér R. Obliczamy pochodna funkeji f:
f'(z) = 62 + 6x — 36, i rozwiazujemy nieréwnosé¢ f'(z) > 0:
622 +62-36>0 1 +2-6>0 (z—-2)(z+3)>0
& 1 € (—o0,—3) U (2, 00).
Oczywiscie, f'(z) < 0 & z € (-3,2).
Wobec tego, funkcja f roénie w przedziale (—oc, —3) i w przedziale (2, 00),
oraz maleje w przedziale (—3, 2).
W punktach z; = —3 i 2 = 2 jest spelniony warunek konieczny i warunek
dostateczny istnienia ekstremum lokalnego. Dokladniej, w punkcie z = —3
funkcja f osigga maksimum lokalne réwne f(—3) = 87, za§ w punkcie z = 2

funkcja osiaga minimum lokalne réwne f(2) = —38.

20



b) Dziedzina funkcji f jest zbiér R — {—2,2}. Podobnie, jak poprzednio,
rozwiazujemy nieréwnosé f'(z) > 0:

24108 5 0 7 € (1,2) U (2,4),

wiec funkcja f roénie w przedziale (1,2) i w przedziale (2,4).

Analogicznie, f'(z) < 0 & z € (—00,—-2) U (—2,1) U (4, 20), wigce funkcja f
maleje w przedziale (—oo, —2), w przedziale (—2, 1) oraz w przedziale (4, oc).
W punkcie z = 1 funkcja osigga minimum réwne f(1) = 1, za§ w punkcie

z = 4 - maksimum réwne f(4) = ;.

¢) Dziedzina funkcji f jest zbiér R, = {z € R;z > 0}. Rozwiazujemy
nieréwnos¢ f'(z) > 0:

1-2>08 22508 (z-2)r> 04 z € (—00,0) U((2,0).

Po uwzglednieniu dziedziny, tzn. x > 0, otrzvmujemy ostatecznie:
fllz) >0& € (2,00)

wiec funkcja f rosnie w przedziale (2, 00). Analogicznie, pochodna funkcji f
jest ujemna w przedziale (0, 2), wiec funkcja f jest malejaca w tym przedziale.

W punkcie z = 2 funkcja f osiaga minimum lokalne réwne f(2) =2 — In2.

Zadanie 4.Wyznaczy¢ wartosci najwigksza i najmniejsza funkcji f(z) =
7* — 3z + 1 w przedziale [0, 2].

Rozwigzanie
Najpierw znajdujemy punkty krytyczne funkcji f, tzn. miejsca zerowe jej
pochodnej nalezace do wnetrza podanego przedzialu. W tym celu rozwigzujemy

rownanie

f(z)=0&322-3=0&z=1 lub z = —1.

21



Zauwazmy, ze tylko r = 1 nalezy do podanego przedzialu. Nastepnie obliczamy
wartosci funkeji f w otrzymanym punkcie i na koncach przedzialu, tzn.

f(1) = =1, f(0) =1, f(2) = 3. Najwigksza z tych liczb jest 3, najmniejsza
jest -1. Sa to wiec odpowiednio wartodei najwieksza i najmniejsza funkeji f
w przedziale [0, 2].

Zadanie 5. Obliczy¢ granice za pomoca reguly de L'Hospitala:

=3z +2

Rozwigzanie
—3z+2 (.r (z*-32+2) .. 20-3 1
o) i [0] N

—_— = lim —— = -.
22 :r’+.1: 6 92 (#2+z—-6) =22z+1 5

b) lim =

] 14 s 1)! e 141.13 el 14
z—1 8 — l 0

7
= (x8-1)' SN 87 8 4

¢) lim

z—0 T — l

1

sinx cos:r 1
::—90 e* e

) lim —
T—00 T

Inzx [oo] H
e) Stosu_iemy regule de L‘Hospitala dwukrotnie:

lim :r:+3x+1 00 2:r+3_ ool g 2
e e o i

=0.

= 1lm
I—+00 o0
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ZADANIA
1) Obliczy¢ pochodna funkeji

1) f(z)=2*-322+22 -7 (1.2) f(z) =2z + z* — 22 + 6z
(1.3) f(z) = 42°% — 52® +sinz — Inz (1.4) f(z) = 32° + tanx + 4¢®
(1.5) f(z) =4z - 322 + Tz -2 (1.6) f(z) = —2cosz + 3z — 1
(A7) fl@) = 2+ 5+ = (18) fz) = o ~ 5 +VE
(1.9) f(z) =z -sinx (1.10) f(x) = (5z® + 3z + 1) tan:
(1.11) f(x) = VzInz (1.12) f(z) = 2’sinz + 3zrcosz
(1.13) f(z) = (2 +22% = 5z + 1)e* (1.14) f(z) = (—22% + 4z — 3) co
4:7: +3 3z—-2
O felmgy 010 /@ =g5s
-3z T T —
(1.17) f(z) = WT,;I—H (1.18) f(z) = W
(1.19) f(z) = 11_] (1.20) f(z) = =
+Inz sinz — cos T
(1.21) f(z) = e (1.22) f(z) = o e wrey
2) Obliczy¢ pochodna funkeji
(2.1) f(z) = (3z +1)* (2.2) f(z) = (=5z + 4)7
(2.3) f(x) = (* + 222 + .+ 3)® (24) f(z) = (927 — 3z +1)°
(2.5) f(x) = V322 +1 (2.6) f(z) = Va3 + 422 — 2z + 1
(2.7) f(z) = Vsinzx (2.8) f(z) = V1+2cosz
(2.9) f(z) = In(1+ 32%) (2.10) f(z) = In(52* — 6z + 11)
(2.11) f(x) = sin3x (2.12) f(x) = 3cos2z
(2.13) f(z) =sin’z (2.14) f(x) = tanz
(2.15) f(z) = sin (z?) (2.16) f(x) =siny/x
(2.17) f(x) = In(sin 2z) (2.18) f(xz) = 3VsinTz + 2
(2.19) f(z) = cos® 2z (2.20) f(z) = tan® 2z
(2.21) f(z) = ¥+ (2.22) f(z) = ¥ +ia-2

(2.23) f(z) = /In(z2+2+2) (2.24) f(x) = In(sin3x)

3) Napisz réwnanie stycznej do wykresu funkcji / w punkcie X Q , gdy
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(8.1) f(z) =2, 30 =2, 2o=0, g = -1
(32) flz) =22 +3z -1,z =1, 7o = =2,
(33) f(z) =123 - 222 +1, 7o =3
(34) f(x) =22 +22-3z+1, 20=0, 7o = -1
)=2x+Inz, =1

)=

(3.5) f(z

(3.6) f(z) =3e*+x—2, 2p=0.

4) Wyznacz przedzialy monotonicznoscei i ekstrema lokalne funkcji f

() = —22% + 152 — 24z +1 (4.2) f(z) = -27° —32? +1

(4.1) f
(4.3) f(z) =22 -9z + 12z + 1 (4.4) f(z) =2° — 2? — 5z +
(4.5) f(z)=2*—222 +3 (4.6) f(z) =2° -5z +1
(1) 1) = 321 48 1) =1
@9) f@) = =2 410) fe) = 25
(@11) f(a) = T3 (412 1) = :1: ;

& T +
(413) f(2) = 5 (4.14) f(z) = “”,,T
(415) f(2) = z"’f4 (1.16) fa) = 242
(4.17) f(z) = *(z? +2) (4.18) f(z) = €*(32* 4+ 5)
(4.19) f(z) =z —€* (4.20) f(z) =z +2 -
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5) Znalez¢ warto$¢ najmniejsza i wartos¢ najwieksza funkcji f w podanym
przedziale:

(5.1) f(z) =2 —3z,z € [0,2]

(5.2) f(z) = 22® — 32 — 12z, z € [-2,1]

(5.3) f(z) = %:1:3 -212+3z+1,2€[0,2]

(54) f(z) = 3x -5z -2,z €[-1,]]

(5.5) f(z) = 1 z € [0,3].

6) Obliczy¢ granice za pomoca reguly de L'Hospitala

—-5z+6 222 - Tz +5
- Y s = TR S
e B z—>2$2 %:r:+82 S 21 :z:2 49:r:+%
T + 23— 4% 4
R M o R
(6.3) lim :r:"’ %1_2_{_ ] (6.4) llm 1% ’
T gl gl 08—
(6.5) Ilm —l (6.6) lim l_ﬂ T
x —
(67) T = (6.8) lim &1
z—0 2 z—0 1 (3:1:-}-1)
. In
oD sy S0 g 5
(6.11) lim 2222 (6.12) lim S“;f"'
19 ingny O Mgy
(6.15) lim T (6.16) lim ==
(6.17) lim 1 (6.18) Jim =
(619) lim ==~ (6.20) lin ﬂ‘ﬁ
-y e’ 4r +1
(6.21) lim < (6.22) lim
S 3z+1 _m4 2+2e’F
o T3 T
nz n 3z
(6.25) lim = (6.26) lim p
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Przykladowy test

1. Ktéra z pochodnych zostala poprawnie obliczona?

A) (12 sin r)' = 2rcosz,

B) (3z+1)’_ 1
2r+1/  (2r+1)?
sinx

C)( COSI) =-'§\/CT_I.
A) [TAK] [NIE] B) [TAK] [NIE]

2. Jedli f(z) = 2%+ 1, g(x) = zsinz, to

A) f'(0) = ¢'(0),

B) f'(m) + ¢'(7) =0,

C) fi(x) = g'(2n).

A) [TAK][NIE] B) [TAK|[NIE]

C) [TAK] [NIE]

C) [TAK][NIE]

3. Prosta y = 3z — 2 jest styczna w punkcie zo = 1 do wykresu funkcji

A) flz)=2*+x -1,
B) f(z) =2* +1,
C) flx)=2*—-22+2x -1

A) [TAK][NIE] B) [TAK] [NIE]

4. Funkcja f(z) =2° -3z +3
A) roénie w przedziale (1, 00),
B) maleje w przedziale (—oco, —1),

() osiaga w punkcie £ = 1 maksimum lokalne.

A) [TAK] [NIE] B) [TAK] [NIE]
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C) [TAK][NIE]

C) [TAK][NIE]



: z® — 4z + 4
5. Flmk(:ja f(i') = T

A) rosnie w przedziale (2, 00),
B) maleje w przedziale (—4,2),

C) osiaga w punkcie z = —4 maksimum lokalne.

A) [TAK][NIE] B) [TAK][NIE]

6. Jedli f(z)=23-322+1iz€[0,1], to
A) wartoscia najwigksza funkeji f jest 1,

B) wartoscia najmniejsza funkeji f jest -1,
C) wartoécia najmniejsza funkcji f jest -3.

A) B)
7. Ktéra z granic zostala poprawnie obliczona?
Al ?-3z+2
)c—bl 2+z-2
) 2sin3z _ 6
20 sin5z 5’
-
C) Jim = 00.
x40 g 4 1
A) [TAK] [NIE] B)
8. Kt,éra‘g granic zostala poprawnie obliczona?
-1
-1 e;g‘ —11 =3,
B) lim —— =0,
z—0 sma: 1
G SIHEO:J??+1 -2
A) [TAK][NIE B)
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C) [TAK][NIE]

C) [TAK][NIE]

C) [TAK][NIE]

C) [TAK][NIE]



© N mop wop

Odpowiedzi

. A) nie, B) tak, C) tak,
. A) tak, B) nie, C) tak,

A) tak, B) nie, C) tak,
A) tak, B) nie, C) nie,
A) tak, B) nie, C) tak,
A) tak, B) tak, C) nie,

. A) nie, B) tak, C) tak,
. A) tak, B) nie, C) nie.



Przykladowe kolokwium 1

1) Liczba 2 jest granica ciagu

6n® —n? +1
M= a1
B) b, = vn? + 4n — n,
C)en= V2" +3.
A) B) C)
2) Prawdziwe jest zdanie
8 iy 2sin 3z —6,
) sip z
et SR
)r4lz2+:r—2 =Es
-2 1
0 lim & = J.
) [TAK] [NIE] B) o
2
_ +2z+l . il
3) Funkcja f(z) = r+1
0 dla z=-1
A) jest ciagla w punkcie z = —1,
B) jest ciagla w kazdym punkcie r € R,
C) nie ma granicy w punkcie z = —1.
A) [TAK][NIE] B) [TAK][NIE] C)
4) Prawdziwe jest zdanie
3 L e T )
t =z? (3t ’
A) (x a..n::) A ( anz + on
5 Enx
B) ll_l"% o 1,
249 + 1

C) y = 2z + 2 jest rébwnaniem asymptoty ukosnej funkcji f(z) = :
A) [TAK] [NIE] B) [TAK][NIE] o) [EAK) m

2 =
§) Jedli f(z) = EW, ba Finlis

A) roénie w przedziale (4, 00),
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B) maleje w przedziale (2,4),

C) osigga w punkcie x = 4 maksimum lokalne.

A) [TAK| | NIE B) |[TAK| | NIE
Odpowiedzi

1. A) nie, B) tak, C) tak,
A) tak, B) nie, C) tak,
A) tak, B) tak, C) nie,
A) tak, B) tak, C) nie,
A) tak, B) nie, C) nie.

o ok o



Przykladowe kolokwium 2

l) Liczba 1 _]est granica ciagu
n*+n-1

T Wion+1 n+1
B)b,. Y107 + 1,

52 + 5"
Oe=25r3

A) [TAK] [NIE] B) [TAK][NIE]

2) Prawdziwe jest zdanie
sin 5z 5

)11_1’1(1] 9sin3z 6

z—rO
A)M B)

3) Funkcja f(z) = z-1
3 dla r=1
A) jest ciagla w punkcie z = 1,

B) jest ciagla w kazdym punkcie = € R,

C) nie ma granicy w punkcie r = 1.

A) [TAK][NIE] B) [TAK][NIE]

4) Prawdziwe jest zdanie

A) (in* 3z + 1)) = 222+ 1) 1‘3(31“; 4

B),ljﬂox +e.:"+1 _%

C)“lg&(n+5 - — 10

A) [TAK][NIE] B) [TAK] [NIE]

5) Jesli f(z) = 22® + 32? — 36z + 6, to funkcja f

31

C) [TAK] [NIE]

C) [TAK][NIE]

C) [TAK|[NIE]

C) [TAK] [NIE]



A) maleje w przedziale (—2,3),
B) rosnie w przedziale (—oo, —3),

C) osiaga w punkcie r = 2 minimum lokalne.

A) B) C)
Odpowiedzi

. A) nie, B) nie, C) tak,
. A) tak, B) tak, C) nie,
. A) tak, B) tak, C) nie,
. A) nie, B) nie, C) tak,
. A) nie, B) tak, C) tak.

= W N =

(4]
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Przykladowe kolokwium 3

1) Liczba 0 jest granica ciagu
T n+4
g 7n33+3n— 1’
g3 4 30
Bt = o
_[n®+3

0= ("3
n
A) [TAK][NIE] B) [TAK][NIE]

2

5n+1

2) Prawdziwe jest zdanie

. sindx .
A) E—%stin 2% _23
. ot —x—
U6 "
z-—1

C) lim ————— > 5.
251 /7 +3 -2
A) [TAK][NIE] B) [TAK] [NIE]

1

22 -2 dla < -1

22 -3z -6 dla > -1
A) jest ciagla w punkcie z = —1,

3) Funkcja f(z) =

B) jest ciagla w kazdym punkcie x € R,

C) nie ma granicy w punkcie z = —1.
A) B)

4) Prawdziwe jest zdanie

A) (\/sin (5z + 1))’ = it

2,/sin (5z + 1)!

C) [TAK][NIE]

C) [TAK][NIE]

C) [TAK] [NIE]

B) 1 jest wartoécia najwigksza funkcji f(z) = 22° — 62+ 1 w przedziale [0, 1],

3 22—z+1
C) wykres funkCJl f(ﬂ?) = m
A) B)
5.,
§) Punkeja f(z) = "’—;fIT“

33

nie ma asymptoty poziome;j.

C) [TAK] [NIE]



A) rosnie w przedziale (2, 00),
B) maleje w przedziale (0, 2),

C) osiagga w punkcie z = 2 maksimum lokalne.

A) B)
Odpowiedzi

1. A) tak, B) tak, C) nie,
2. A) tak, B) nie, C) nie,
3. A) nie, B) nie, C) tak,
4. A) nie, B) tak, C) nie,

A) tak, B) nie, C) nie.

C) [TAK][NIE]



Przykladowe kolokwium 4

1) Ktéra z granic zostala poprawnie obliczona?
e n+4n’ —n+1 1
nso In34p+1 0 2]

B) lim V5" +6" + 7" =5,
_2 n
C)c,.=(" 2

=€ .

n
A) [TAK][NIE] B) [TAK] [NIE] C) [TAK][NIE]

2) Ktéra z pochodnych zostala poprawnie obliczona?
A) (12 ln:c)' =2zlnz+x,

2 = 1
B) (:r + 3z 1) _2x+3

s

sinx CoS T

2 ' 2z +2
C) In(a®+22+2)] = ST ih
A) [TAK][NIE] B) [TAK] [NIE] C) [TAK] [NIE]

2
41 dla z<1
3) Funkcja f(x):{ z o=

2242 dla z>1
A) jest ciagla w punkcie z = 1,

B) jest ciagla w kazdym punkcie z € R,

C) nie ma granicy w punkcie r = 1.

A) B) C)
4) Prawdziwe jest zdanie
. 22 +3z-10

s >

! r . 2 +3
B) y = = + 3 jest asymptota uko$ng wykresu funkeji f(z) = —

5 :

C) wykres funkcji f(z) = I—I{ITH nie ma asymptoty pionowej.
A) B) 0)

5) Funkcja f(z) = 22° — 922 + 122 + 1
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A) rosnie w przedziale (2, 00),
B) maleje w przedziale (—o0, 1),
C) osiaga w punkcie z = 2 minimum lokalne.

A) TAK NIE B) JAK 1 NIE

Odpowiedzi
. A) tak, B) nie, C) nie,
A) tak, B) nie, C) tak,
A) tak, B) tak, C) nie,
A) tak, B) nie, C) tak,
A) tak, B) nie, C) tak.

SU A
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Rozdzial 3
RACHUNEK CALKOWY

Zadaniel. Obliczy¢ calki nieoznaczone:

a)/(z‘—313+xz—5x+l)dx,
b)[(3e’—sin:r+2cos.t)d:c,

c)/'r"+:;r+ldz’
d) [ (Va+ Vz)da

e) f x\—&l dx

Rozwigzanie.

N 3 - —_5__"+_3_..2+ -+
a)](ﬁt 3% +x 5I+1)dx 5.’17 41 3.1' 2.‘1.' z+C.

b) [(38"‘ —sinz + 2cosz) dzr = 3e* + cosz + 2sinz + C.

)fI—Lajild —f( 4 3= +$3)d:r:—f(:r +3272 +27%) dz =

1 1
g2ty T =31 = —3z1 _ _p2 =
=51’ +_3+11: +C =In|z| -3z 3% +C

d)[(\/ﬂ_:+\’/5)dx=[(x%+zi)dx= : :ri*'+—ti—z§+‘+(,‘=

30,54
_3:c +4x +C.

B z\‘/“_ld —/(%+%)dx=[(-§:r+i—:)d;=[(x%+I-%)dz=

i+
T +
3+1 -
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Zadanie 2. Obliczy¢ catki oznaczone:

1
a)f dr,
0
b) [4 2 + - ) d
(2= T T
c) [oicosxd;r.
Rozwigzanie.
a) [lrad:c— [l:r"]l-'ll"—l@’—l
0 T4 4 4 4

b) /14 (2:r+%)d:r=/;4(2x+r"%)dr=[:r2+2x%]:=
=4 +2/4-12-2V/1=117.

=

c) [icos.’rda:= [sin;r]o% =sing —sin0=1-0=1.
0

Zadanie 3. Wyznaczyvé pole obszaru zawartego miedzy wykresem funkcji

f(z) = 2% + 1 a osig OX jedli z € [0, 1].

Rozwigzanie.
Miara pola pod wykresem ftlmkcji jest rowna calce
! I 1 1 4
2 L S 218 L T
j{:(z +1)d.r—[3:r +x]0—31 +1 30 0-—-3.

Zadanie 4. Wyznaczy¢ pole obszaru zawartego migdzy wykresem funkeji
1 :
flz) = s @ osia OX jedli z € [1,3].

Rozwigzanie.
Pole obszaru pod wykresem funkcji jest réwne calce

31 "
f ~dr = [Infe]} =In3-In1=1n3.
1

Zadanie 5. Wyznaczy¢ pole obszaru zawartego migdzy wykresami funkeji
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a)if(z) ==, g(z) = 22,
b) f(z) = 2 — 22, g(z) = 22,
¢) flz) = %, g(z) = -2z + 5.

Rozwigzanie.
a) Po pierwsze nalezy wskaza¢ punkty w ktérych wykresy podanych funkcji
si¢ przecinaja. W tym celu rozwigzujemy réownanie f(x) = g(z), tzn.
2=2 & 22-22=0 & z(z-2)=0 & z=0lub z=2.
W przedziale [0, 2] prosta y = 2z znajduje si¢ powyzej krzywej y = z?, zatem

pole obszaru zawartego miedzy wykresami funkcji wyraza si¢ calka:

2 1 8 4

2 | al . 9 _2

jo (2:1:—1:)(11:— [1: —ax ]0—-4 3=3
b) Jak wyzej, zaczynamy od znalezienia punktéw wspélnych obu wykreséw,
tzn. rozwigzujemy réwnanie f(z) = g(z):
2=2-22 & 2(z2-1)=0 & 2(z-1)(z+1)=0 & r=1lubz = -1.
W przedziale [—1, 1] krzywa y = 2 — 2? znajduje si¢ powyzej krzywej y = z*

a zatem pole obszaru zawartego miedzy wykresami fu:llkcji wyraza si¢ calka:
1 1 9
= : SR, d =f X 2 - [2 =& 3] L
/;1( T x):z: _1(2 Zx)d:z: T 31‘

-1
=2 —=—==|-= -] = —.
3 ( 2+3) 3

¢) Zaczynamy od rozwigzania réwnania f(z) = g(z):

§=~2z+5 & 2=-22245z & 222 -524+2=0 & r=2lubz =

NI -

W przedziale [%, 2] prosta y = —2x + 5 znajduje si¢ powyzej krzywej y = —,
wiec pole zawarte miedzy wykresami wyraza si¢ calka:
2 2
/ (—2x+5— —z-)d:r= [—.r2+5:r~—2ln|:z|]}_ ==
% b 2
1 5

N 15
——4+10—2ln2—(—1+§—21n§) = —4mn2.
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ZADANIA

1) Obliczyé calki nieoznaczone:

(1.1) f(21:+1)dx (1.2) f(—5a:+3)da:
(1.3) j(.r‘*‘+x+1)dx (1.4) f(3:2—7z+3)dz
(1.5) /(5:7-3x‘+9x2-3x+11)dx (1.6) [(—x5+4x3—3x’+x—2)d1
1 3 4 " e
n [ (-5 +3)d 8) f(5-z+5)
(1.9) fwﬁ (1.10) fwdz
2z +1) (22 +7) (222 +1)(2*+7)
(1.11)] ; dz (1.12)/ = dz
(1.13) f(ﬁ+ Tf)dx (1.14) [ (Vz + Yz)dz
(1.15) f(35inx+2cos:r—3tz‘)d:r (1.16) [(3‘/-_cosz )
2) Obliczy¢ calki oznaczone:
(2.1) j (4z + 3)dz (22)/ ~3z + 1)dz
(23)/ 2 +1)dz (24)[(3:: +4z +1)dz
(2.5) [_ ll;r"’dx (2.6) [ (223 + 7 + 2)dz
(2. 7)[0 (10z* — 622 + 2)dz (2.8) ‘[o( —52% + 922 + 1)dz
29)[ ’” +I+ld (2.10);/12211:%:

(2.11) f f+e=)dz (2.12) /:sinxd.'r

3) Wyznaczyé pole obszaru zawartego miedzy wykresem funkeji y = f(z) a
osiag OX dla funkeji

(3.1) flz) =20 +1,z€[1,2),
(3.2) f(z) =22, = € [-1,1],

(33) f(x)=2>+z+1,z€0,2],
(34) f(x) =2 -2+ 2,z € 1,3,
(3.5) f(x)=2+1,z €[0,1],
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(3.6) f(z) =2+ 2z, z € [1,2],
(3.7) f(z) =e€*, z €[0,1],
(38) f(z) = 2+1,z€[1,2]

4) Znalez¢ pola figur ograniczonych przez krzywe o réwnaniach:

4)y=2* y=1z,

(42) y =622, y = 12z,
(43)y=2*+1, y=2z+1,
(44)y=—2?, y=2z-3,
(45)y=2*-3, y=—-2*+5,

(46) y=2+2, y= -2 - 22 +2,
47 y=22-62+10, y =6 — 22,
48)y=22+z+1, y=-1>+3z+5,
(49)y= g, y= -3z +10.
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Rozdziat 4

ALGEBRA LINIOWA

) - 5 =1 1.1 2
Zadanie 1. Niech 4 = L Bi= J e
3.0 =2 1 3

Wykonaé (jesli to mozliwe) dzialania:

a) B+C7,
b) 3C — BT,
c) A-B,
d) B- A,
e) A%
Rozwiazanie.
11 2 101 2 1 3
a) B+CT = - = :
-3'1 8% 021 S
1o] [1 2] [30 1 -2 2 2
b)3C-B"=3-10 2|-|1 1|=]06|-|1 1|=]|-15
154 |2 3] 33 2 3 10
2 -1 [ 11 2]
c)A-B= . -
3 0 -3 1 3

[ =

_ | 2-14{-1)-{-2) -2-1+(-1)--
B 3-14+0-(=2) 3-1+0-

2-2+(-1)-3|] |411
3-240-3 336]|
d) Dzialanie B - A jest niewykonalne, bo ilo$¢ kolumn macierzy B nie jest

rowna ilosci wierszy macierzy A.
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Zadanie 2. Obliczyé¢ wyznaczniki:

<20 1 1 9 -1
ol & L=t A1, gL
2 314 3 1 0

1 2
-3 4

3 -1
-9 3

b

Rozwigzanie

b)

¢) Stosujemy metode Sarrusa:

AL oal o (BT S

41 =1 441=

2.3 .4l 2.8
=-2:1-440:(-1)-241-4-3—(2-1-143-(-1)-(-2)+4-4:0) =
~8+12-2-6= 4.

¥ ¥ =2l1 3
dfo -1 2|0 -1 =0+124+40-(3+2+0)=12-5=T.
3 1 0/3 1

o |
Zadanie 3. Obliczyé¢ macierz odwrotna do macierzy A = [ J
31
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Rozwiazanie. Jesli macierz A =
c d

J jest nieosobliwa, tzn.

b 1 d b
detA = 0,to A™!' = . ; ;
€ i # o JetA [ = 2 ] W naszym przypadky
2 1
detA = % =2-3=-1#0, wicc .

e X 1 -1 L -1 1
-1 -3 2 3 -2
Zadanie 4. Rozwigza¢ rébwnanie macierzowe:

HEHEH

2 I 01
Rozwigzanie. WprowadZmy oznaczenia: A = [ g ] B = [ i ‘

2 1

C= . Nasze réwnanie mozemy wiec napisa¢ w postaci A-X-B =C
20

Zauwazmy, ze det(A) = —1 # 01 det(B) = —2 # 0, wigc istnieja macierz

A~'i B~'. Rozwigzanie réwnania przebiega naste¢pujaco:

A-X-B = C /-A~! lewostronnie
At X-B'= A'C
I-X-B = A1.C
XB = A'.C /-B~! prawostronnie
X-B-B'!' = A'.Cc-B!
X v AT G
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Macierze odwrotne do A i B obliczamy analogicznie, jak w poprzednim zada-

niu:

r . i N

Pt Db Ly Al
=1 Y <1..% k2 |
B-i=L k=L -3 3
=2 | =9 g 2 0

Otrzymujemy ostatecznie
. P, & 2 1 -1
X=A_I-C-B_l= . . 2
1 -2 20 2

Zadanie 5. Rozwigza¢ uklady réwnan za pomocg metody eliminacji (Gaussa-
Jordana):

o Nl
)
Il
—

|
B e
|
— —_—
—_

;
z +

8)42I+y*2=0
-3¢ — y + 2z =

L~
s
1]

I

T 4+ ¥y - 2 4+ t =1
3 + 2y + z - ¢ 2
b)4 o
-z + y — 7z + 2t = 4
| 3z + 4y — 82 + 2t = 8
.
=2 4+ 3y - z.=1

|
Lo X

C)*’ -z + 2 + 3z

z + 4y + =z
Rozwigzanie.

a) Metoda eliminacji polega na odpowiednim przeksztalcaniu macierzy rozsz-

erzonej ukladu réwnar tak, aby uzyska¢ tzw. posta¢ schodkowa macierzy.

Macierz rozszerzona przeksztalcamy za pomoca operacji elementarnych na
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wierszach. Sa to: zamiana wierszy, pomnozenie wiersza przez liczbe rézna,
od zera, oraz dodanie do wiersza innego wiersza pomnozonego przez liczbe.
Kazda z tych operacji prowadzi do uktadu ré6wnowaznego z wyj$ciowym, tzn.
posiadajacego ten sam zbiér rozwigzan. W niniejszym przykladzie dokonu-

jemy nastepujacych przeksztalcen:

Zapisujemy uklad roéwnan odpowiadajacy ostatnie) postaci macierzy rozszer-

zonej:

7 ostatniego réwnania wynika, ze z = 3. Po podstawieniu tego wyniku do

drugiego réwnania otrzymujemy y — — 1. Wstawiamy obie liczby do pier-

wszego rownania, skad wynika, ze x — 2. Ostatecznie rozwiazaniem uktadu
X = 2

rowhat jest \ y — —1 .

z = 3
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b)
11 -2 1
32 1 -1
-11 -7 2
-8 2

G0 = N =

=1 7 '=¢ =1
=9 8
1 8 =1

o o o - o O o =
=) (3]
o
|
o
w

o o o =
=)
e
|
o
(4]

Ostatnie réwnanie ukladu przyjmuje posta¢ 0 = 1, wiec uklad jest sprzeczny.

c)

wy — 3wy
UJ'3+‘I.U1

wy — 3uy

w3 + 2w,

wy + Wo

wy — W3

11-11
-1 2 3 2| we+uy
14 1 4| ws—wy
| O B
03 23
03 2 3| wzg—we
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Zapiszmy uklad réwnan odpowiadajacy ostatniej postaci macierzy rozszer-

/t)ll!'_ii

Powyzszy uklad rozwigzujemy parametryzujac te niewiadoma, ktérej nie ma
na gléwnej przekatnej, w tym przypadku jest to zmienna z. Przyjmujemy
z = t, gdzie t e R i przenosimy parametr ¢ w kazdym réwnaniu na strone

wyrazéw wolnych. Uklad r6wnan przyjmuje nastepujaca postaé:

r —+ ' ==t] ¢
N =+ 3:-2%

2

Z ostatniego réwnania otrzymujemy y = 1 — st. Wstawiamy uzyskang
5

warto$¢ do pierwszego réwnania i po przeksztalceniach otrzymujemy x = —=-.

z = 2
Ostatecznie rozwigzaniem ukladu réwnan jest y = 1-—%t

g = teR

tzn. uklad réwnan ma nieskoniczenie wiele rozwiazan parametryzowanych

przez dowolna rzeczywista wartos¢ parametru t.



ZADANIA

_ 2 =1 -3 1
1) Niech A = B= 5
3 o 21
10 3
4 -1 0
C= ; D=0 2 -1
-2 13
i | 2

Wrykonaé (jesli to mozliwe) dzialania:

(1.1) A+ 2B, (1.2) A— BT, (1.3) A+ C, (14) A-B, (15) B- A,
(16) A-C, (1.7T) A-C*, (1.8) C- D, (1.9) D-C, (1.10) D - C*,
(1.11) (A- B)-C, (1.12) A?- B, (1.13) A-B-C, (1.14) D*-C*.

] 0 -3 113
2)MechA=[ } B:[ }
O 01

=1 00 1
2 =10

cC=(0 1], D= : E=]|12 -1
2" 0 1

1 1 0 =2

Wykonaé (jesli to mozliwe) dzialania:

(2.1) 3A+ B, (2.2) 2A+ B7, (2.3) A-C", (24) A- B, (25) B- A,
(26)A-C, (27) A-C', (28)C-D, (29) D-C, (2.10) D-C",
(2.11) (A— B)-C%, (2.12) D-E, (2.13) E?, (2.14) E*-C.

3) Obliczy¢ wyznaczniki:

(3.1) (3.4)

2 -2 2 —6 T
5 3.2} v (3.3) )
1 —3 b -
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20 1 2 1 =2 3449
(35)] 41 -1/, (38) |0 3 =1, B 12 ol
23 4 2 4!-3 =2 1.3
111 =32 0 2 -1 -2
(3.8) |1 2 3], (39)|-1 0 2| (3100 1 3 3|
1 36 03 % -2 0 3
2111
-3 1 4 -21 0 5 5 53
(311)| 0 -3 -2, (312)| o0 2 —1|  (3.13) ;
53 2 2
-1 5 -5 = g
0001
1.0 2 -1.201 1 312
02 00 1°=2. 19 2T ¥
(3.14) . (3.15) ., (3.16)
- 0 = B 1 8°3 1 34711
-13 22 4 032 21 8%
2°1°1 1 frroge ey 1 111
-3 201 2. <L +2j1 2110
(3.17) = E18) . (3.19)
1423 3 2-10 3 211
7114 0 1 03 2 -2 11

4) Obliczy¢ macierz odwrotng do macierzy

1) | 2 1] (4.2) [3 4] (4.3)[_2 O] (4.4)[~3 2]
131 5 7 41 41
[ER T 3o 1@

45) [0 -2 3| @61 -2 0
0 k=2 0 11
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5) Rozwiazaé réwnania macierzowe:

12 30
(5.1) .
3 4 7 2
-1 3 2 1
(5.2) 2
2 -1 40
[0 2] [0 4
(5.3) 0
14 2 2
[9 1] [2 10 -1 -1
(5.4) S
11 1 6 0 -1
[2 3] [2 &6
(55 X- "
3 4 7 -2

it | 2‘=[—12]
| -2 -1 el

B 1% 12]=[11]
-1 0 11

. 21]_‘\,_[01]:[2 1]
10 2 1 2 0

(=" 2] [ 1 2] [0
(5.9) X o
| 46 13 0 50
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6) Rozwigzaé uklady réwnan liniowych stosujac metode eliminacji Gaussa.

r T + 2y + 3z = 6 ' T + y + z =
(6.1)7 2 + 3y — 2 =4, (62)¢ 3z + 2y + z = )
\31+y—4z=0 ~—:r+y+z:0
re 2y + z = 3 [ & Jy — z = 2
(63) 2r — 4y + 22 = 5, (64)4 -2z — 5y + 32 = 1
[ 3z — 6y + 32 = 9 h =% =W =, F =1
T + y+ z +t= b
-z — 2y + 2z —t = 0
654 7 :
2z + ¥y — 2.4+t =2
—2r + + 2z — t = =2
[ a= g = R 2
-z + 2y — 2 + 3 = -H
(6.6) 4 ! |
—2z + 4y + 22 = t = -6
. T+ ¥+ z - 4 = -4
z + 2y — z — t = 0
2z + 3w + z + 24 = T
(67)§ -2z — 3y — 32 + t = —6
r — y — 2z 4 t = 1
I 3r + Sy o e R
r -z + Yy - z — 4 = 1
dr — 3y + 2z + 3t = -15
(68) 3z — 2y + 2z + t = -12
x4+ g4+ 2+ = 0
! 2r - y 4+ z — 3t = -11
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(6.9) <

(6.10) <

(6.11) 4

(6.13) <

ax
2z

4r

2x

3z
bx
3z

2z
3z
-z
Sx

2x

4x

Sz

+ +

+ + + +

2y
2y

2y
5y
1y
3y
3y

1y

4y

2y

3y
2y
Ty

+ + + +

+ +

+ + +

2z

(8]

3z
2z

5z
3z

4z

+ o+

+ +

+ + + +

2t

e T S S

2t

2t

2u
S5u
Tu

+ + +

53
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(6.15) ¢

(6.17) {

(6.19) ¢

(6.21) ¢

(6.22) <

2x

3x

2z

2x

2z

oT
3z
4z

2r
3z

+

3y

Ty

2y
4y
4y

2y
3y

3y
4y

+

+ + + + +

3z

2z

2z

5z

2z
3z

5z

22
62
4z

4z
3z

+

3u
9u
6u

bu
6u
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(6.20) 4

+ + + +

2y

+ 4+ A

2z

3z
2z

4z

10
14



(6.23) 1

(6.24) <

(6.25) {

(6.26) ¢

(6.27) 4

(6.28) <

3z
8z
5T
4z

2z

2z

bx
6x

3

2z

+ + + +

+ +

c o o o

y + 3z + uw — 2v
2y + 9z + 2u -
3y + 3z + 3u - 2v
2y + 3z + 2u — v
Yy + z = 2
3y — z =1
y — 2z =3 :
3y + bz = 0
2y + 3z + u =
4y + Tz — bu
11y + 16z - 13u =
3y — 2z + 3u =
y + z = 0
y + 2z =
%Y - z = -2
y + 2z = -1
y — 32 — u + v =
+ 2z 4+ u + 2v
Yy — 52 — u + 4w
- 4z + 6v
2y + z =0
y — =z 0
y — 22 =0 ’
2y — 3z = 0
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(6.29) ¢

(6.30) <

2z
3z
| 4z

(6.31) 1

(6.32) ¢

+ + + +

4

2y
3y
4y

3y

4y

4y
2y

+ + + +

+ +

3z
4z

2z

32

2z

2z

2z
3z

o5z
3z

+ + + +

I

4t

2t
3t

2t
3t

o O = N

56
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Przykladowy test 1
0

21
o SN I A | 21|,to
01 -1

=2 0

2
1) Jeli M =
1 8 -2

2 0 —4
A)M-N= ]

52 8
B) N - M jest niewykonalne,
21
CON-M'=| 0 0
-2 5
A) B) [TAK][NIE] C)

2) Dane jest réwnanie macierzowe

HHER S

Woéwezas suma elementéw macierzy X jest rowna

A) 6, B) —6, C) -8.
A) B) C)
3) Ktory z wyznacznikow zostal poprawnie obliczony?
" 23 1 1 -1 0
A) Y =1, B)|-5 0 1[=-25 C)l2 3 -1|=4
2 2 -1 1 -2 1
A) [TAK][NIE] B) [TAK] [NIE C) [TAK][NIE]
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4) Uktad réwnan

z 4+ 'y + 2 + £ = 1
2o Ty =~z 2% = 3
- = + 2z t -1

r — 3y + z 4+ 2 = 7

A) nie ma rozwigzan,
B) ma rozwigzanie takie, ze * + 2y — 3z 4+t =0,

C) ma nieskonczenie wiele rozwiazar.

A) [TAK][NIE] B) [TAK] [NIE] C) [TAK][NII
Odpowiedzi

1. A) tak, B) tak, C) nie,
2. A) nie, B) tak, C) nie,
3. A) tak, B) nie, C) tak,
4. A) nie, B) tak, C) nie.
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Przykladowy test 2

3 =} . 1 2 3
NJeSliM=|0 0 1|,N=[2 0],to
1 0 -2 i |
5 4
Nm-N=|s 1]
0 -1
B) M*- N jest niewykonalne,

C) Nt- M =

A) [TAK]

4 =1 =1

B) [TAK][NIE] C) [TAK][NIE]

2) Dane jest rownanie macierzowe

oL

Waéwezas suma elementéw macierzy X jest réwna

A) 6, B) -6, C) 4.
A) B) C)
3) Ktéry z wyznacznikéw zostal poprawnie obliczony?

{ *q 310 22 1
A) 5 i =-4, B)| 10 2|=-15, C)|1 0 -1|=-3.

-1 21 21 1
A) B) C)
4) Uklad réwnan
T + 2y - 2z + 3t =0

-2z - 3y + z + t =
3z + 4y — 2z + t = 0
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A) nie ma rozwiazarn,
B) ma rozwigzanie takie, ze x + 2y — z + 3t =0,

C) ma nieskonczenie wiele rozwiazari.

A) B) C)
Odpowiedzi

1. A) tak, B) tak, C) tak,
2. A) tak, B) nie, C) nie,
3. A) tak, B) tak, C) tak,
4. A) nie, B) tak, C) tak.



Przykladowy test 3

A | 3 -1 0
1JesiM=| -1 0|,N= 2 1 2]|,to
: 29 -1 30
A) M*- N jest niewykonalne,
7 .3
BIN-M=| 7 8]/,
-5 -1
C) M'-N = i
08 0
A) [TAK][NIE] B) [TAK][NIE] C) [TAK][NIE]

21
2) Macierza odwrotna do macierzy [ ‘ jest

3 2

2 -1 2 18 2 -3
A) 1, B) C) ;

-3 2 12 -1 2
A) [TAK][NIE] B) [TAK] C) [TAK][NIE]
3) Ktéry z wyznacznikéw zostal poprawnie obliczony?

. 200 3 5.1
A) i = —43, B)|-101|=1, C)|2 0 -2|=-12

2 1°1 r (| 2

A) [TAK][NIE]| B) [TAK|[NIE | C) [TAK| [NIE |

4) Uklad réwnan

z + 2y + z —t =10
2r + 3y + 2z = 1
-2r — by + 22 + t = 1
T + bz = 3



A) nie ma rozwigzan?
B) ma rozwiazanie takie, ze x + 2y +z — ¢t = 0,

C) ma nieskonczenie wiele rozwigzan.

A) ITAK] | NIE B) [TAK] 1 NIE C) [TAK| | NIE
Odpowiedzi

1. A) tak, B) nie, C) tak,
2. A) tak, B) nie, C) nie,
3. A) tak, B) tak, C) tak,
4. A) tak, B) nie, C) nie.



Przykladowy test 4

2 =1
2 1 3 -10
l)JeéliMz[ N=|o 2|P= ],m
3 2 2 a2 1
1 1
6 =5
A)P-N=
3
B) N? jest niewykonalne,
12 4 5
C) M- P= .
7 3 3
A) [TAK][NIE] B) [TAK| | NIE | C) [TAK| [ NIE |

2) Dane jest réwnanie macierzowe

e A i

Woéwezas suma elementéw macierzy X jest rowna

A) -3, B) 3, C) 5.
A) [TAK][NIE] B) [TAK][NIE] C) [TAK][NIE]
3) Ktéry z wyznacznikéw zostal poprawnie obliczony?
1 =10 2 5 -3
P R B)[2 1 1[=0, C)l 1 0 4|=T
A 3 01 <1 =8 =1
A) [rAK][NIE] B) [TAK][NIE] C) [TAK] [NIE]
4) Uklad réwnan
z + 2y + z = 0
-r — y + 2z = 1
2r + 3y + =z -1
-2r + 2y — 3z = 2
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A) nie ma rozwiazan,
B) ma rozwiazanie takie, ze x + 2y + z = 0,
C) ma nieskonczenie wiele rozwigzan.

A) TAK NIE B) |ITAK| | NIE C) [TAK] | NIE

Odpowiedzi
1. A) tak, B) tak, C) nie,
2. A) nie, B) tak, C) nie,
3. A) tak, B) tak, C) tak,
4. A) tak, B) nie, C) nie.



ODPOWIEDZI

Rozdziatl 1.



(1.27) oo,
(1.28) —o0,
(1.29) 33,
(1.30) 6,
(1.31) 4,
(1.32) -1,
(1.33) 1,
(1.34) -1,

(2.6) 11,
(27)
(2.8) §,
(2.9) 1,
(2.10) 1,
(2.11) 1,
(2.12) 1,
(2.13) €,
(2.14) €3,
(2.15) €,
(2.16) €',
(2.17) 6722,
(2.18) e~ 4,
(2.19) €5,
(2.20) e,



(2.21) €'9,
(2.22) ¢,
(2.23) €5,

(2.24) e 1,

(2.25) ¥,
(2.26) €,

(3.1) -2,
(3.2) -5,
(3.3) §
(3.4) 4,
(3.5) 32,
(3.6) 4,
37 &
(38) 8,
(39) 1.
(3.10) 12,
(311) §,
(312) §,

(4.1) oo,
(4.2) —o0,
(4.3) oo,
(4.4) —oo,
(4.5) —oo,
(4.6) oo,
(4.7) oo,
(4.8) oo,
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(5.1) ciggla,
(5.2) nieciagla w punkcie r = 2,
(5.3) ciagla,
(5.4) nieciagla w punkcie z = 0,
(5.5) nieciagla w punkcie r = 1,
(5.6) ciagla,
(5.7) ciagla,
(5.8) ciagla,
(5.9) nieciagla w punkecie r = 1,

(6.1) pionowa z = 2, pozioma y = 3

(6.2) pionowa r = 1, pozioma y = 4

(6.3) pionowa r = —3, pozioma y = —1
(6.4) pionowa r = —1, pozioma y = 2
(6.5) pionowa x = 5, pozioma y = 0

(6.6) pionowa x = 1, pozioma y = 0

(6.7) pozioma y = 3

(6.8) pozioma y = —2

(6.9) pionowa r = —2, ukoéna y = 2z — 3
(6.10) pionowa x = —1, ukos$na y = + 1
(6.11) ukos$na y = 3z + 1

(6.10) ukosna y = 2z + 1

Rozdzial 2.

(1.1) f'(z) = 32 — 6z + 2
(1.2) f'(z) =823 + 322 — 42+ 6
(1.3) f'(z) = 242° — 1522 + cosz — %

(1.4) f'(z) = 15z* + + 4e*

cos?
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(1.5) f'(z) = % —6z+7

(1.6) f'(z) = 2sinz + il

1 22ﬁ3
A7) @) = - - = - =
fo fo "

(1.8) f'(z) = —m T WG
(1.9) f'(z) =sinz + rcosz

(110) /'(z) = (102 +3) tanz + (52 + 3z + 1),

e v 1

(1.12) f'(z) = 2zsinz + 2° cos z + 3cos r — 3 sin
(1.13) f'(z) = (2* + 52® — x — 4)e”

(1.14) f'(z) = (—4z +4) cosz — (—22 + 4z - 3)s

(1.15) f'(z) = G-17
(1.16) f'(z) =

@+ 7P
(117) f'() = 351:;;4%;17
(118) f(z) = === 62: f:lc;: 2 43
(1.19) f'(z) = 2122
(1.20) f'(z) = ﬁ’?ﬁ;# tan x
(1.21) f'(z) = “4‘;;' :

(1.22) f'(z) = e p—p

(2.1) f'(z) = 15(3z + 1)}

(2.2) F(z) = —35(~5z + 4)°

(2.3) f'(z) =8(z* + 222 + 4+ 3)"(322 + 4z + 1)
(2.4) f'(x) = 6(92? — 3z + 1)*(18z — 3)

(2.5) f'(z) = AT
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1

(26) f'&) = s =(32" + 82 - 2)
@7 f@)=5 e cosz

(28) £'e) = 5z (~2507)

(29) /') = 15567

(2.10) f'(2) = (10z — 6)

22 — 6z + 11
(2.11) f'(z) = 3cos3z

(2.12) f'(z) = —6sin2x
(2.13) f'(z) =2sinzcosz
(2.14) f'(z) = 3tan2xc :

os?
(2.15) f'(x) =2z co\;_(m’)
hen _ COBYT
(2.16) f'(z) = v
2.17) f'(z) = sin12 P

(2.18) f'(z) = WYL cosTx -7
(2.19) f'(z) = 3cos” 2z(—sin2z) - 2
(2.20) f'(z) = 3tan® 2z 2
(2.21) f'(z) =€** .3

(2.22) f'(z) = ¥ +4-2. (61 + 4)

(2.23) f'(x) =

cos? 2z

. (2z+1
2\/ln(1:2+:r+2) 2 +z+2

iy 1 )
(2.24) f'(z) = e 3r-3

Bl)y=4r-4,y=0,y=-2z -1,
(32)y=5z—-2,y=-x -5,
(33)y=-3z+1,
B34)y=-3z+1, y=1+4,
(35)y=3z -1,

(3.6) y = 4x + 1,
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(4.1) Funkcja maleje w (—o0, 1), (4,00), roénie w (1,4), minimum w = = 1,
maksimum w z = 4.

(4.2) Funkcja maleje w (—o0,—2), (1,00), rosnie w (—2,1), minimum w
z = —2, maksimum w z = 1.

(4.3) Funkcja roénie w (—o0, 1), (2,00), maleje w (1,2), minimum w z = 2,
maksimum w = = 1.

(4.4) Funkcja roénie w (—oo, —1), (%’,oo), maleje w (—1,3), minimum w
z = 2, maksimum w r = —1.

(4.5) Funkcja maleje w (—oo, —1), (0, 1), rosnie w (—1,0), (1, 00), minimum
wz=-—11iz =1, maksimum w z = 0.

(4.6) Funkcja roénie w {—oc,—1), (1,00), maleje w (—1,1), minimum w
z = 1, maksimum w z = —1.

(4.7) Funkcja maleje w (—o0, 2), (2,00), brak ekstremow.

(4.8) Funkcja rosnie w (—oo, —1), (—1,00), brak ekstreméw.

(4.9) Funkcja rosnie w (—oo, —2), (2,00), maleje w (—2,0), (0,2), maksi-
mum w £ = —2, minimum w z = 2.

(4.10) Funkcja rosnie w (—oo, —2), (8,00), maleje w (—2,3), (3,8), maksi-
mum w £ = —2, minimum w z = 8.

(4.11) Funkcja rosnie w (—o0,0), (2,00), maleje w (0,1), (1,2), maksimum
w zr = (0, minimum w r = 2.

(4.12) Funkcja rosnie w (—oo, —3), (1,00), maleje w (—3, —1), (—1, 1), mak-
simum w £ = —3, minimum w z = 1.

(4.13) Funkcja ros$nie w (—1,1), maleje w (—o0, —1), (1,00), maksimum w
z = 1, minimum w z = —1.

(4.14) Funkcja rosnie w (—oc, —2), (2,00), maleje w (—2,2), maksimum w
Tz = —2, minimum w = = 2.

(4.15) Funkcja maleje w (—oo, —2), (—2,2), (2,00), brak ekstreméw.

(4.16) Funkcja roénie w (—oo, —1), (—1,1), (1,00), brak ekstremow.
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4.17) Funkcja roénie w zbiorze R, brak ekstremow.
'4.18) Funkcja rosnie w zbiorze R, brak ekstremdw.
4.19) Funkcja rosnie w (—oo, 0), maleje w (0, 00), maksimum w z = 0.

'4.20) Funkcja rosnie w (—oo, —1), maleje w (=1, 00), maksimum w z = —1.

(5.1) Warto$¢ najmniejsza -2, wartos¢ najwieksza 2.
(5.2) Wartos¢ najmniejsza -13, wartos¢ najwicksza 7.
(5.3) Wartos¢ najmniejsza 1, wartos¢ najwigksza %
(5.4) Wartos¢ najmniejsza -4, warto$¢ najwicksza 0.

(5.5) Wartosé najmniejsza 0, wartos¢ najwigksza 1.

(6.1) }
(6.2) 3
(6.3) 0
(6.4)
(6.5) I
(6.6) 1
(6.7) 1
(6.8) 1
(6.9) 2
(6.10) 2
(6.11) 2
(6.12) 3
(6.13) 2
(6.14) &
(6.15) 2
(6.16) &
(6.17) §
(6.18) 1
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(6.19) 3
(6.20) 3
(6.21) oo
(6.22) 0
(6.23) 0
(6.24) 3
(6.25) 0
(6.26) 0

Rozdzial 3.

(11)z22+z+C
(1.2) -;x’ +3z+C

1
(1.3) %173 - 512 +z+C

(1.4) 2° — ;—:r"'+3z+C
(1.5) g.‘l?s - g.r‘" + 323 — ;.’rz +11lz+C

(1.6) —%zﬁ +azt -2+ %:i:2 -2z +C
QA7) In|z|+3z ' -22"%24+C

LM ey
(1.8) 5% + 3% 3% +C
(19) z-3m|z| - 5z7' +C

(1.10) In |z| = 227" + %z"‘*’ +C

(1.11) 2z +In|z| — 1427 - %x‘z +C
(1.12) 2z — 152" — gz“"' +C

(1.13) 228 425t 4

(1.14) Zzé 3 gxi +C
(1.15) —3cosz + 2sinz — 3e* + C
(1.16) 27} —tanz +C
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(2.1)9
(2.2) -4
(2.3) 3
(2.4) 18
(2.5) 0
(2.6) 4
(2.7) 2
(2.8) -6
(2.9) %ez +e— %

(2.10) -2":

(2.11) e —%
(2.12) 2

(31)
(3.2)

So

(3. 3) =
(3. 4) x
(3. 5)

b

(36)—
(37)e—1
(3.8) 2In2 + 1

1
(4.1) 5
(4.2) 8

(43) 2

3

(44)
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(4.5) 6—:
(4.6) 1

i

(47) 3
(4.8) 9

(4.9) 4—; —6In3

Rozdzial 4.

a -
7 2
L il E
2 -1
(1.3) niewykonalne
[ 8 1]
i -9 3

(1.5) - 3]

(1.1)

(1.2)

(1.4)

7T -2
(10 -3 -3
(12 -3 0
(1.7) niewykonalne
(4 -2 13
Ll 5 2
(1.9) niewykonalne
[ 4 7
(1.10) | —2 -1
! 3 5
[ 24 7 —6]

(1.6)

(1.8)

1.11
( ) 6 -2 -3

L

)



(1.12)

(1.13)

(1.14)

(2.1)

(2.2)

(2.3) n'iewykona.l:ne

(2.4)

(2.5)

-1
4

0
[ -1
[2 5
11

3

-3
3

(2.6) n:iewykonalne )

(2.7)

(2.8)

(2.9)

3 -3 -3

o N o o
|
—
|
—

]
|
w

5 -1

(2.10) niewykonalne

6 -6 —2
1 0 3

(2.11)
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[ ) il
| 100
[ 20 5
@13)| 58 -5
50 —12
3 2
(214) | 0o 2

| -5 —4

(2.12)

3.1) 10
3.2) -4
3.3) 3
3.4) 0
(3.5) -4
(3.6) 0
(3.7) 20
(3.8) 1
(3.9) 20
(3.10) 15
(3.11) -85
(3.12) -9
(3.13) 0
(3.14) -2
(3.15) 0
(3.16) 20
(3.17) 0
(3.18) 8
(3.19) 3

(
(
(
(



4.1)

4.2)

(4.3)

4.49)

(4.5)

(4.6)

(5.1) X

(5.2) X

(5.3) X

(5.4 X

(5.5) X

(5.6) X

. .
S

N N~

[y

S DD o O
[\

=
1NN

10
-34
5 8
3 5

25
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i1 1
BN X= f?}
2

- 1
58) X =
54 2 -1
i A |
(5.9) X = ‘
i 3
4 9
(5100 x=| % 3
0 1
' z = 1
61) y = 1
| & = 1
[ T = 1
(6.2) { u =]
z 2

L =
(6.3) uklad sprzeczny
(6.4) uklad sprzeczny

(6.5) {

how &
I
|
—

(6.6) ¢

-~ N e K
|
|
w

(6.7) <

~ N @ K
|
— — = [\%]




( r = -3
y = 2
(6.8) <
e = 0
[t = 1
(2 = 2
y -1
(6.9) <
2 = 3
|t = 1
(z = 0
y —
6.10) <
( z = =2
[t = 1
’ g =" B
= 0
@1 ¢ ?
z2 = 1
| ¢ -1
f e 2
= 2
6.12) { ¥
z = 1
t = -1

(6.13) ukklad sprzeczny
(6.14) uklad sprzeczny
(6.15) uklad sprzeczny
(6.16) ukiad sprzeczny

T = a+-§-
(617) S y = 3a+3
z = weR
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(6.18) ¢ ¥

(6.19) {

(620) 1 Yy

(6.21) ¢
F4

u

beR

1 2 2
—ﬁa+ §b+ i3

\
(6.22) uklad sprzeczny
(6.23) uklad sprzeczny
(6.24) uklad sprzeczny

I

Y
z

(6.25) 4

u

(6.26) { y

~

<

(6.27) <

L]

I

a€R
19 11
"5'04-?1)
beR

17 13
36+ 3b
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e K
|
=)

(6.28) <

L
|
(=

(6.29) ¢

[
|

-~
Il
e

L]
Il
—

z2 = =}
(6.31) uklad sprzeczny

(6.32) uklad sprzeczny
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